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DIE GIBBS'SCHE ERSCIIEINUNG IN DER THEORIE 
DER KUGELFUNKTIONEN. 
Von H e r m a n n W'e y I (G6ttingen). 
Aduinanga del I~. [l~,'~embre [909. 
Voraussetzungen und Resultate. 
Es sei auf einer Kugel yore Radius I eine stetige, geschlossene, doppelpunktslose 
Kur~'e ~ gegeben, welche die Kugeloberfl~iche in zwei StLicke zerteilt, die wit kurz als 
das ~, Aeussere ,~ ')f und das , Innere,  ~ bezeichnen. \Vir wollen noch annehmet b dass 
IS eine stetig variierende Tangente besitzt und yon jedem gr6ssten Kreis nur in einer 
beschrSnkten Anzahl, etwa h&hstens m, Punkten geschnitten wird ~). Es sei ferner in 
einschliesslich seiner Begrenzung IS eine daselbst stetig differenzierbare Funkfion fl 
definiert; d.h. es sei jedem Punkt yon k'~-t-IS eine Zahl f; so zugeordnet, dass die 
Werte von f; l~ings jeder in ~- I - f$  verlaufenden I(urve cmit  stetiger Tangente eine 
einmal stetig differenzierbare Funktion der Bogenlange yon c bilden ~). Entsprechend 
sei in ~[-I-IS eine gleichfalls stetig differenzierbare Funktion f~ erklart. Durch die De- 
finition 
f =f '  in ~, 
- - f  in ~, 
- - j r .  +f  auf IS 
2 
erhalten wir dann eine auf der ganzen Kugel eindeutige Funktion fi die l:ings der 
Kurve ~ einen einfachen Sprung erMdet; die H6he f " - - J ;  dieses Sprunges werde, 
indem wit sie als Funktion der yon einem festen, auf f8 gelegenen Anfangspunkt O 
aus gemessenen Bogenl~inge s yon IS auffassen, dutch h(s) bezeichnet. 
t) Freili,:h wollen wir zulassen, dass ~ ganze Sti~cke gr6sster Kreise--aber nur in endlicher 
Anzahl -- entMk ; die betreffenden gr6ssten Kreise, denen diese Stiicke angeh6ren, sind alsdann atfirlich 
yon der Forderung, h6chst~ns m Punkte mit (f, gemeinsam zu haben, entbunden. 
u) Und zwar soil diese Bedingung der stetigen Differenzierbarkeit stets auch an den Enden der 
Kurvc c, selbst wenn diese auf ~ tiegen, ~rR~llt sein. 
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Unsere Funktion f l:isst sich bekanntlich in eine tiberall konvergente nach Kugel- 
funktionen fortschreitende, L,Pt.acE'sche ,~ Reihe entwickeln; lassen wit diese Ent- 
wicklung mit den Kugelfunktionen n '~r Ordnung abbrechen, so geht eine auf der ganzen 
Kugelfl~.che stetig differenzierbare Funktion J~, hervor, welche mit wachsendem n gegen 
f konver~ert, und zwar gleichm~ssig in der Umgebung jeder nicht auf ~ gelegenen 
Stelle. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Art der Konvergenz yon f. gegen f in 
der Umgebung der Kurve ~ zu bestimmen. 
Um das Verhalten der Funktionen f.  in der Umgebung yon l~ bequemer beschrei- 
ben zu k6nnen, bediene ich reich eines besonderen Koordinatensvstems. Unter (s, t) 
verstehe ich denjenigen Punkt P auf der Kugeloberfl~.che, den ich dutch die folgende 
Vorschrift erhake: Ich schreite auf g yon dem Anfangspunkt 0 aus den Bogen OS 
vonder L'ange s ab und gehe darauf yon S aus auf dem dutch S senkrecht zu I~ 
gelegten gr6ssten Kreise um das StOck tbis zum Punkte P; dabei hat man auf ~ so 
fortzuschreken, dass man das Aeussere zu seiner Rechten hat, wenn s positiv ist, im 
entgegengesetzten Si ne, falls s negativ ist, und ferner hat man auf dem gr/Sssten Kreise 
yon S aus in das Gebiet ~ hineinzugehen, falls t als positive, in das Gebiet ~, falls t 
als negative Gr6sse gegeben war. Die Werte der Funktionen f, f,, im Punkte P--(s ,  t) 
werden durch f(s, t), bezw. f.(s, t) bezeichnet. Ist 1 die L~inge der Kurve ~, so be- 
sitzen diese Funktionen in Bezug auf s die Periode I . -  Endlich schreibe ich stets 
i f~  sin "; d ~ = Si(x). 
-U 
HAUPTSATZ. ~ In der Umgebung der Kurve ~ [d. h. fiir 
( I)  o ,E/ s / l, --  to L t / + to, 
wo t o eine hinreichend klein gew/ihlte, nur yon ($ abh~ngige positive Konstante bedeutet] 
gilt die Gleicbung 
~=f~(s, t ) -  b (s )S i (n t )+ R,,(s, t) ( t~o) 
f,, (s, t) i - -  f: (s, t) + b (s) Si ( - -  n t) + R. (s, t) (t L o) 
in welcber die Gr5sse R.(s, t) mit wacbsendem n fiir alle Punkte (s, t) des Gebietes ( i )  
gleichmttssig gegen Null konvergiert. 
Dieser Satz gestattet, aus dem Bilde der Funktion Si(x) den Verlauf der An- 
n~herungsfunktionen f.  genau zu fiberblicken. Wir k6nnen denselben, wenn wi r - -  
lediglich des leichteren Ausdrucks halber--durchweg b(s )~o annehmen, in folgender 
Weise beschreiben : 
Ftir sehr grosse Werte yon n erleidet die Funktion f.  in der Umgebung der Kurve 
einen steilen Absturz yon ~l nach ;~. Derselbe wird yon aussen her durch eine Unzah[ 
dichtgedrtingter, steiler RingweUen, welche die Kurve (~ umgeben, vorbereitet und setzt 
sich nach innen zu in derselben sttirmischen Weise fort. Das erste nach innen zu auf 
den Absturz folgende Wellental iegt um einen gewissen Betrag unterhalb des inneren 
Niveaus f ( s ,  o), der mit wachsendem n gegen h(s)lSi(,:)] konvergiert a), und der 
a) Mau beacllte, dass Si(o), Si(2 7r) . . . .  positiv und Si(n), Si(3 rt) . . . .  negativ sin& 
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Abstand It] dieses \Vellentiefs yon der Kurve (2 ,st asymptotisch - -~ ' ;  d.h. ,st f/.ir 
irgend einen festen \Verts t. (s) die dem absolutcn Be,rage nach ldeinste negative Zahl 
t, ftir welche die Funk,ion f(s, t) yon t allein ein Miuimum aufweist, so is, t,,(s) f/.ir 
hinreichend grosses n eine stetige Funktiou yon s, und es konvergieren 
t.(,) und - - f ( s ,  t . , ( s ) ) - - f (s ,  o) 
= h(s) lSi(=)l 
/'/ 
mit wachsendem n gleichm:issig in s gegen I. Auf dieses Tal folgt, im asymptotischen 
Abstande 2 r. - -  yon de," Kurve (.s gelegen, eiu \\  elienberg, dessen asymptotische H6he 
Jl 
b(s). IS,(2 r.)] bet<igt, darauf im Abstand 3-~ ein Wellental yon der Tide b(s). ]Si(3~)[, 
II 
u. s. f . -  Nach aussen lain hreitet sich um die Absturzlinie (2 zunachst hat asympto- 
tischen Abstand ~ ein Wellenberg aus: der sich in der Grenze ftir n ~ c~ um 
tl 
h(s).lSi(=)l tiber das aussere Niveau f"(s, o) erhebt; es folgt be, t--2__~ ein Wel- 
lental, dessen Tiefe gegen b(s).[Si(2 7v)l konvergiert, darauf im Abstande 3 r~ - -  von  
tl 
wieder ein Wellenberg yon der H/She b(s).lSi(3rO[ , u. s. f. 
Alles in Allem: jeder Durchschnitt s "--cons,. bietet genau dasselbe Bild dar, 
welches die durch die FouaIEareihe gelieferten Ann~iherungskurven i er mit einem 
Sprung behafteten Funk,ion einer Variablen in der Umgebung der Sprungstelle zeigen 
[, G~BBS'Sct:es Pl:,~nometl ,, 4)]. Das Aussehen eines solchen Durchschnitts der Funktion 
/" (be, sehr grossem n) erMlt man aus einer die Funktion 
I /"sin'cdv 
( - -  ~Jo v 
darstelienden Figur, indem man diese in Richtung der t-Axe im Vcrh~iltnis n : I  zu- 
sammendrtickt. 
Ftihren wir auf der Kugel Polarkoordinaten z [, Poldistanz ,,; variiert zwischen o 
und ~] und ? [, (geographische) L'ange ,,; variiert zwischen o und 2~] ein und ,st 
unsere Funktion f insbesondere yon solcher Art, dass sie aliein yon a abhlingt ~ die 
Unstetigkeitslinie Ig ,st alsdann notwendig ein Breitenkreis ~ ,  so k6nnen wir 
f - -  F(x) ( - - ,  LxL  + ,)' 
setzen, wofern wir x - -  cos ~ als unabhiingige Variable benutzen. Die Entwicklung von 
f nach Kugelfunktionen geht dann in eine Reihe nach LECr.NDRE'schen Polynomen 
iiber: und wir bekommen aus unserem Hauptsatz das weitere Resultat: 
4) J. W. GIBBS, FouazEa's Series [Nature, Vol. LIX, p. 606 (27. April 1899)] ; C. RuNGs, Theorie 
und Praxis tier Re,ben (Leipzig, GOschen, I9o4) , '5 I9; M. B6c/-tza, Introduction to the Theory of Foo- 
mER's Series [Annals of Mathematics, Second Series, Vol. VII (19o5-f9o6), S. 81-152], S. 123-132. 
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Ist a irgend eine Stelle im Innern des Intervalls - - I . . .  + I ,  F ~- eine ffir aLx~- J r - I  
erkl~irte stetig differenzierbare, F- eine far - - i~ /x . /a  erklarte, gleichfalls stetig dif- 
ferenzierbare Funktion, so lasst sich die Funktion F, welche far - - i . / x<a mit F-, 
for a<x~-. ] - - r  mit F § tibereinstimmt und an der Stelle ,l den Wert F-(a)+F*(a)  
2 
annimmt, in eine Reihe nach LEGENDRE'schen Polvnomen entwickeln: 
F(x) = CoPo(x ) -{- c .P (x )  -3 c GP(x )  -[- . . . .  
Ist F die n" Partialsumme dieser Reihe und h der Sprung F - (a )~ F+(,t), so gilt 
genauer 
= F-(.,-) - b.s \ ! + R,,(x) ( - - IZxLa)  
= -) +  :.si _ ;?  + (a L x ,~ -[-- O, 
wobei R,(x) eine F:mktion bedeutet, die mit wachsendem n gleichmiissig im hltervall 
- -  I L x ,~_/ + I gegen Null konvergiert. 
Der Verlauf der Annaherungskurven y--- F(x')  wird also, wenn wir die H6he 
h festhaken, in der Umgebung der Unstetigkeitssteile aum so sttirmischer sein, je n'aher 
a den Grenzen __+ I des Intervalls liegt. 
2. 
Rechnerische Durchfiihrung eines speziellen Falles. 
Zum Beweis der ausgesprochenen S:itze f~ihren wir die Betrachtungen zun~ichst 
in einem ganz speziellen Falle durch, aus dem sich aber in '- 3 danu leicht das allge- 
meine Resultat ergeben wird. Als Kurve ~ w~ihlen wir n'imlich irgend einen grOssten 
Kreis unserer Kugel, den wit als Aequator bezeichnen--die b iden Punkte, in welcher die 
auf der Aequatorebe,le im Kugehnittelpunkt errichtete Senkrechte die Kugeloberfl~iche 
durchst6sst, werden entsprechend ~ Nord-,, und , SMpol ,~ genannt--, und f soil dieje- 
nige Funktion bedeuten, welche auf der u6rdlichen Halbkugel - -  r, auf der sfidlichen 
1 Halbkugel = o, aut dem Aequator - -7  ist. 
Es sei .4 ein (variabler) Punkt aut der n6rdlichen Halbkugel in der N':ihe des 
Aequators, ~ seine Winkeldistauz yore Nordpol. F~ihren wir auf der Kugel diejenigen 
Polarkoordinaten ~.(Poldistanz), /a. (Lnge) ein, ftir welche d Pol (). = o) ist und 
der feste , Nordpol, dutch ).----.~, lJ.--x gegeben wird, so lautet die n ~ Partialsumme 
der zu f geh6rigen Kugelfunktionen-Reihe irn Puukte ..-/ so: 
I fo=~y[~'[dP(cos), ) dP .... (cos),)]fd),d, * 
f" (~) - -  - -  '~  L d), q- d ;, 
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oder, wenn wir x = cos;', schreiben, 
:,,(:) f f  F< (-") 't P,, , (")l = L d.,. + ~,: -jdx,t 
dabei ist ~, die n6rdliche Halbkugel, durch die UngMchung 
x.  Cos ~ - I1', - x: l .  s in= cos :, ",. o 
gegeben. Die Ausf0hrung der Integration nach p. ergibt 
, f , /de , ,  de. , /  , .... ' l aP , ,  ,~e,,~,1 
wenn p--p (x) denjenigen zwischen o und 7: gelegenen Winkel bezeichnet, ffir welchen 
x 
cos p = - -  cotg ).. cotg ~ --  I1/T_~Tx~ I . cotg 
ist. Durch partielle Integration finden wir 
f . (a )  - -  ~-[P,,0) -]- P ,§  - -  P.(sin =) - -  P +,(sin a)] 
Nun ist 
I I /-,~i.~ d p 
q- - -7 [P . (s ina)  + P,, ,(sin =)] - -  - -  (P  + P .... )dTxdX 
+ 2 x , J - s io~ 
- -  2 : , l _~,  (e,, Jr" P +,)-~ydx. 
sin ? d p - -  cotg z d ), 
sin * ). , 
cos = d), 
de = sin). I I - -  cos(= - -  ).)cos(= + ~.)l ' 
lnithin, wenn wir noch statt der Poldistanz ~ die (, n6rdliche Breite, 
einfahren, 
(r~ ) , y;'~-'~ . sin~ dk 
x = I [P,, (cos ),) -{- P .... ( cos ) , ) ]~  I/sin( ; ' -  ~)sin(X + o 0 L 2 2-~ 
2 
I 
L f f  ). 
Wir haben zu zeigen, dass, wie auch gleichzeitig n gegen ~ und A yon Norden her 
gegen den Aequator konvergiert, stets 
lira [l,, (~) - -  r~ Si (n ~0] = o 
,'~ = + O 
wird. 
Zur Durchfahrung des Beweises bedfirfen wir zweier Integrale, deren Werte ich 
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gleich an dieser Stelle angebe: 
f~- ' s inz  d), __ 
(2) d., sin), (sin(), + ~) sin(X - -  ~) --  ~: s), 
(3) -2- f (V  - v )0 , '  - -  ~') 2~ (o < ~ < 1~) ~). 
Das Integral (3) dient uns dazu, das folgende 
- /~  sin ~ d), 
(4) J~': - -  d~ s i~  
1/sin(~ -1--:,)sin 0` -~) .  4 sin ~ + x sin ~ - ~' 
! ' 2 2 
ftir Heine Werte von ~ und ~ abzuschatzen. Aus der Entwicklung 
X X z 
sin x --  I -J-- -~- -Jr- . . .  
(o<~'<D 
folgt n~.mlich, dass 
sin ~ ), / ( ) / - -  =')(~= -- ~,=) 
(5) sin), ~ 1// sin(?, -1- =)sin(~, - -  =). 4 sin ~ -[-2 >" sin~' --;~2 
eine in der Umgebung der Stelle (x - -o ,  ), = o, ~- -o )  regul~ir-analytische Funktion 
der drei Variablen ~, ),, } ist, deren Entwicklung so beginnt: 
I q-- ~ ;,,~ q-:,'-}' -}- (Glieder 4. Ordnung). 
Es ltisst sich daher eine ganz bestimmte Zahl }o ~ = - -  so angeben, dass ftir 
2 
o<=<x<~<~,o  
der Ausdruck (5) zwischen den Grenzen ~ und I -Jr" ~-~" liegt. Far das Integral (4) 
ergibt sich dann vermbge (3) die Abschatzung 
~. ~l~ ( f t i ro<~<~<~o) .  (6) 27  < j~''r < 2-~ -J- T 
S) Es geht nSmlich, wie die soeben angesteilten Rechnungen zeigen, das lntegral 2-~ f f Edx  d ~ 
durch partielle Integration in c~, 
V( 0 __  ~ f~-~ sins V(cos~t)dk 
r: d a sin ),//sin ,~. + ':0 sin (), - -  ~) 
fiber, wenn V(r) eine belicbige stetig differenzierbare Funktion yon x bedeutet. Nehmen wit speziell 
I'(v) = r, so ist damit (2) erwiesen. 
I 
~) Die Ausrechnung '.'o,1 (3)geschieht dadurch, da~s man ~7-=) '  als neue Integrationsvariable ein- 
I I f~hrt; in der Tat verwandelt es sich dadurch, wenn fiar einen Moment ~/ -=p,  --~-~-q gesetzt 
F wird, in 
I ~q dy 
cG-  ~) (q - y) 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (I ~ sere. Lg~o).--Stampato il 19 gennaio 19zo. 4 o 
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Wir nehmen jetzt ftir I5 eine beliebige feste positive Zahl < ~o und zerlegen, indem 
wir annehmen, dass bereits e < ~ ist, das Integral ],,(,~)= in die beiden 
Bestandteile -1- . Der zweite Sumnaand ist, wenn 
l~l (~) - -  max. '-IP,,Cx) + P .... 6'91 
genommen wird, seinem absoluten Weft nach 
s sin ~ d ), 
M (~) sin ). 1/sin 0' -]- ~) sin (X -- ~) '~ ~ 1',! (~) [vergl. (2)]. 
Es ist bekannt 7), dass 1~I (~,) bei festgehaltenem ~ mit wachsenclem n gegen o kon- 
vergiert. 
In dem ersten Teilsummanden 
s s  sin x P,,(cos).)dX f~, sin:{ P.., (cos },) d ), 
= 2 s~ ~ i/sin 0' +'~-) sin (?, - -  ~) + 2 sin X 1/sin (7, + x) sin O' - -  ~) 
= + I : s  
fohre ich die MEHLER'sche Formel 
2 L~ sin(n+~-)t dr= 2 / ~ 
p (~os x)  = T r  (~os), - cos t) 
sin (n+~-) t  dt 
1/4s in  trY's in t--~' .' . -  2 
ein und bekomme alsdann 
i.. ~_  I /Ofsin~{ s in (n+{' ) t  
- -  T- dd  ~ l'sin (x + x) sin 0" - -  :0-2 (cos), - cos t)'q t d )., 
wobei das Doppelintegral i) tiber das Dreieck :~ ~ ), ~ / t  . /~ ,  2) tiber das Rechteck 
:{ . /} ,  L ~ zu erstrecken ist. Demgem':iss zerf~illt I ~'~ wiederum in zwei Summanden 
~ t ~ =  
(7) C'~ = T T -  9 
Wir berechnen zun~.chst R~ '~. Es ist, wie sich durch partielle Integration ergibt, 
ff~ sin (n -31- ~) , t __ r cos(n+~-)~5 s cos(n-]-~)t, sintdt 
. . . .  a " t), I./~. 1/2 (cos), - -  cos t) n + s cos 
L l [  i s sintdt _l 
- -  n t/2(cosX__cos[~) + 2 1;2(cosX__cost)*.] 
Z 2 ~ ( f~ro<) ,<~) ;  
- -  n 1&(cos x -  cos ~) 
7) Siehe z.B.: C. JORDAN, Cours d'Analvse (Paris, Gauthier-Villars), 2eme ~dition, t. II 0894), 
pag. 236. 
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mithin 
2 .~,~ I ~ [vergl. (6)]. (8) I~'~1 ~ ~J  ~ ~ + 2 ,-; 
Ftir H ~'t~ erhalten wir, wenn wit mit der Integration ach X zwischen den Grenzen 
c{ und t beginnen, 
H~," = ! ;~]*" .  sin (n + ~-), d,, 
also wegen (6) 
(9) /-&*'~ 2I I~ sin(n +t -~)t __Z dt < -ff-~. 
Es ist aber 
L~ s in (n+'"  ~("§ ~ ~"+ ~- \ 2 / 9 - 9 2 9 9 T)  t a, [" s lnx~ [~s lnxa  / '  s lnx~ /~ s lnx .  
a~--- ! ax - - -  I ax - -  I - -  ax - -  ! ax ;  
, , x x . ,  x 
da nun 
LI,__ T " = x' "1 z - -  a 
ist, wird 
(IO) ,, , ~ s i n ( n + -~ ) t d t - -  'x S i ( ~ --L T "+ ~ n " 
Aus (7) bis (xo) folgt 
~,~ " Si(n ~) / `{ ~ 2 t~ -T  - T -l-t- T -l-I- ~ ' l "  2~ 
und schliesslich 
IV 4___ 
II. ( *0  - -  ~ Si (n 00l _L ~ M (9) + T + T + n~ "1- --niB. 
Lassen wir hierin irgendwie simaltan n gegen oo und x yon positiven Werten her 
gegen o konvergieren, so ergibt sich 
V lit2[sup IL,(,x) - -  r:Si(n :01Z T '  
ot~+o 
und zwar gilt diese Ungleichung, welche positive Zahl auch [~ ~ [~o bedeuten mag. 
Es muss demnach 
lim [L (") - ,~ Si(n~)] = o 
n~e~ 
~+0 
sein. Dies besagt, dass 
an der Stelle :{ = o {{ (recbtsseitig-) stetig }} gegen o konvergiert; da die stetige Kon- 
vergenz dieser Differenz zu o an einer auf der n6rdlichen Halbkugel gelegenen SteUe 
3 (o (x /~- - )  ohnehin feststeht, ergibt sich, dass ( I , )  gleicbmiissig im Intervall 
/ 
- -gegen Nul l  strebt. Damit ist unser Hauptsatz ftir die hier behandelte o L ~  2 
spezielle Funktion f bewiesen. 
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g3. 
Beweis  des Hauptsatzes.  
gleichm~.ssig fiir ~ -  
wird. 
Ist Fo irgend eine positive Zahl < ~- ,  so kann man dazu 
Der allgemeine Fall, yon dem in [~ z die Rede war, l~isst sich auf den in ~ 2 
behandelten durch infinitesimal-geometrische Betrachtungen zurtickftihren. 
Es sei also jetzt I~ eine beliebige Kurve yon der in '~ I beschriebenen Art, welche 
die Kugelobel'fl'ache in das , Aeussere ,~ ~1 und das , hmere ,~ ~ zerlegt. Wit betrachten 
zun~ichst diejenige Funktion, welche in ~2~ den Wert r, in '[i den Wert o, auf g den 
Weft {- hat, und bezeichnen sie mit I", bezw. mit I~(S, t), wenn wir die in .~ I 
eingeftihrten Koordinaten s, t in  Evidenz setzen wolien. I'~ bedeutet die aus der Kugel- 
funktionen-Entwicklung yon I ~ gewonnene Ann~ihe,'ungsfunktion n ~ Ordnung. 
Wit fassen einen bestimmten Punkt C (s --- ~) auf der Kurve g ins Auge und 
legen durch ihn den ber{ihrenden und den normalen gr6ssten Kreis. Den ersteren 
nennen wir den Aequator; derselbe teilt die Kugeloberfl/iche in zwei Hiilften, yon 
denen diejenige, in die man gelangt, wenn man sich auf dem Normalkreis yore Kur- 
venpunkt aus nach#{ hinein bewegt, als n6rdliche Haibkugel bezeichnet werde. I" sei 
diejenige Funktion, welche auf der n6rdlichen Haibkugel - - I ,  au( der stidiichen - 'o ,  
[ 
auf dem Aequator =7 ist, und r" ihre dutch die Kugelfunktionenreihe g lieferte 
Ann~.herungsfunktion pl '~r Ordnung. Setzen wir in l',(s, t) s - -% d.h. betrachten wir 
die Werte derselben lediglich auf dem Nonnalkreis dutch C, so geht die Funkfion 
17,(% t) hervor, die offenbar ,'on ~ unabh~ingig st und nach ~ 2 der Limesgleichung 
lira O__ I o 
. . . .  ,, ~--O_ ~- -  j 
L tL  o r - - -  gentigt. Wit haben jetzt nachzuweisen, dass 
2 2 
,!i=n2 [ I~(,  , t ) - -  , ' ( , ,  t)] = o 
/=o  
zwei positive Zahlen 
~ und t o finden, so class die folgenden Bedingungen erfiillt sind: Ist t irgend ~o 
eine Zah[ > o und ./to, A, der Punkt mit den Koordinaten ~, t und sind ). (Poldistanz) 
und F (L~inge) diejenigen Polarkoordinaten, ftir welche A, Pol ist und C die L~inge 
F = o hat, so wird die Kurve (~ innerhalb der Kalotte ). ~ ?o yon keinem der durch 
.,4, laufenden Meridiane g. = const, getroffen, f~ir welche 
r~ 3~ 
03) -7 + -2 r 
ist. Hingegen schneiden die dem Winkelraum 
04)  Fo ~ F _~ -7  - -  Fo 
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angeh6rigen Meridiane, ebenso wie diejenigen, deren L!inge ~. zwischen 3 = ~-  -I- fro und 
27= - -  i~o liegt, die Kurve ~ innerhalb der Kalotte ~. . /po in einem und nur einem 
Punkte, und zwar unter einem yon o und r._. verschiedenen Winkel. ~ Alsdann ist 
2 
die Poldistanz ). des Schnittpunktes im Intervall (14) eine stetige Funktion yon ~,., 
welche monoton yon einem Anfangswert )' bis zu einem Endwert ~.' ansteigt. Bilden 
wir die eindeutige hwerse dieser Fuuktion~ so erhalten wir den durch den Winkel 04)  
aus der Kurve ~ ausgeschnittenen Bogen dutch eiue Gleichung 
(~5) F = ~',0'), ().' . / k  . /X ' )  
dargestellt. Wir k6nnen noch po und t o yon vornherein so klein gew/i.hlt annehmen, 
dass, wie auch der Punkt -4, auf dem Stock o ~ t . / t  o des Normaikreises s = ,~ 
gewiihlt sein mag, der Bogen (I5) ebenso wie der durch den Winkel 
2 F F~ ~" /2  = --  t~~ 
aus I~ ausgeschnittene Bogen keinen Punkt mit dem Aequator gemein hat. 
t,- = (),) 
sei die Gleichung des Aequators in den gegenw:irtig angenommenen (yon t abh~ingigen) 
Polarkoordinaten. Es ist dann 
tg ). cos p.' = tg t, 
fo!.glich 
07) 2 
dk ~ sin 2),.tgp-~ " 
Daraus ergibt sich f~r die Ableitung der Funktion (15) die Formel 
08) d/, 
d) ,  - -  s in  z ),. tg  , /  ' 1 
wo ~' den bei .4, gelegenen Winkel desjenigen rechtwinkligen sph~irischen Dreiecks 
bedeutet, dessen Hypotenuse yon .4 t nach dem Punkte C z i [~, ~'i()')] auf I~ reicht 
und dessen eine Kathete der die Kurve I~ in diesem Punkte C z befiihrende gr6sste 
Kreis ist. 
Entwickeln wir jetzt die Funktion 
i 6- __ i~--- g 
nach Kugelfunktionen, so bekommen wir im Punkte .4, 
Dieses Doppelintegral tiber die ganze Kuget zerlegen wit in drei Teile, yon denen 
sich der erste auf den Bereich X "~ Po erstreckt. Dieser Teil ist offenbar, da jeder 
Meridian 8 - -const .  die Kurve ~ in h6chstens m Punkten, den Kreis X---Po und 
den Aequator in je einem Punkte trifft, seinem absoluten Betrage nach 
+ ,)M,,(PO)jo d,,,. = (,,, + 
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Der Za'dte der Teile, in die wit das Doppelintegral (I9) zerlegen, erstrecke sich 
iiber diejenigen St~icke der Kalotte ). ,'__/_~ ?o, writhe den Winkeln (I4) und (i6) an- 
geh6ren. Hier ist die Funktion g tiberall ---o, wenn wh" yon zwei Kurvenvierecken 
'~'8,, ~i absehen, yon denen z.B. das erste, ~a:, durch die Linien 
P' = f*o ft ir  ) '  ./" 7. L ;"  ' 9 o~ , ;  p.---p.(~.) far ) ' - / ) , L ) , ' , ,  ~; 
),, ~ ), ~ ) , "  , )., ),' V--- 2 V'o ftir ~ :, p .=V-() . )  ftir ,~) '~  o 
begrenzt ist', )',o, )'*, bezeichnet die aus 
tg ),' cos f*o --  tg t, tg ~.' sin ~o = tg t O" 2" 
zu bestimmenden Winkel. Da offenbar die Zahlen 
Oo) 7 ' -  x' x' "1 0 } 
t ~ t 
mit nach o abnehmendem t gegen o konvergieren, wird yon einem hinreichend kleinen 
tab gewiss ),', ,~),~ sein; nut far solche Werte yon t gilt die soeben gegebene Beschrei- 
bung yon ~,. Die Funktion gist  in ~, konstant --  --  x oder konstant - -  -~- I, je 
nachde,n dieses Gebiet ganz im Norden oder ganz im S/~den des Aequators liegt. Wir 
haben demnach das Integral 
abzusch'atzen. Indem wir zun~.chst nach ~. integrieren und darauf eine partielle Inte- 
gration zu Htilfe nehmen, bekommen wir fi~r dieses Integral den Wert 
,r?' l < ' j[' P,,(cosX) ax+ 4 r ' P,, (cos ax 
+ dnem analogen Ausdru,:k, in welchem P. durch P.+, ersetzt ist. 
Sein absoluter Betrag ist daher (wegen [P.I Z I) 
% 
Machen wir yon den Gleichungen 07)  und (18) Gebrauch und bedenken, dass die 
Winkeidiffercnz Is-' 0") --  r ('~) gleichmassig ftir ;'i ~ )' / ;"~ und ferner die Quofienten 
(20) mit abnehmendem t gegen o konvergieren, so finden wit daraus, dass die yon n 
unabh~ingige absolute obere Grenze V, des Integrals (2 0 ftir lira t - -+  o gegen o 
strebt. Das Gleiche gilt fth das entsprechende Integral tiber '~Ji" 
In dem Tell der Kalotte ). ,~/?o endlich, welcher keiner der beiden Bedingungen 
(I4) und (x6) gentigt, trifft jeder dem Winkelraum (13) angeh6rige Meridian weder 
die Kurve l~ noch den Aequator, sodass in dem Sttick (13)der Kalotte idenfisch g - -o  
ist. Alle /abrigen Meridiane treffen die Kurve innerhalb der Kalotte je in h6chstens m 
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Punkten, und daher muss der ch'itte Tell unseres Doppelintegrals (I9)seinem absoluten 
Betrage nach 
L~. (m + 2). 6 ~-o 
~277 
sein. 
Aus diesen Ueberlegungen resultiert 
lira sup[I~(~,, t) -- I~(,, / )1L 3(m + 2) 
n=~ - -  'K  " I J '~  'J 
t=+O 
und da hierin V'o eine beliebige positive Zahl <[ !  war, 
4 
lim[I~(% t ) - -  I : ( , ,  t ) ] - -o .  
t l~oG 
I=*O 
Bei Anniiherung der Gr/Ssse t yon der negativen Seite gegen 0 gilt das N~imliche. 
Die St~.rke, mit welcher der Tell (2I) unseres Integrals- oder vielmehr die yon 
n unabh~ingige obere Grenze lz seines absoluten Betrages--mit abnehmendem t gegen 
0 konvergiert, h~ixlgt lediglich davon ab, wie rasch die Zangentenrichtung in einem 
variablen Kurvenpunkte C' gegen die Richtung der Tangente in C (des ~ Aequators ,~) 
strebt, wenn sich C' auf C zubewegt, und da die vorausgesetzte Stetigkeit der Tan- 
gentenrichtung yon (~ deren gleichm~issige Stetigkek zur Folge hat, so schliessen wir 
aus dieser Bemerkung, dass die Limesgleichung (I2) nicht nur for jeden einzelnen Wert 
yon ,, sondern sogar gleichm~issig ftir 0 . / , .~1  statthat. Damit ist der Nachweis des 
Hauptsatzes aus w i, sofern wit ihn auf die spezielle Funktion i ~ beziehen, erbracht. 
Der Uebergang yon I ~' zu einer beliebigeu Funktion f yon der in ,~ ~ angenom- 
menen Beschaffenheit l~isst sich alsdann ohne alle M~ihe vollziehen. Man hat dabei nur 
zu beachten, dass 
(22) f - -  b(*). I L' 
eine Funktion auf der Kugel ist, die in allen Punkten eiues gewissen Sttickes 
- - to~tL+t  o des Normalkreises s" - *  stetig ausf/illt, und diese Stetigkeitseigenschaft 
fiberdies der aus  (22)  durch Variation yon , entstehenden Funktionenschar in gleich- 
mlissiger Weise zukommt. 
Folgerungen und weitere Fragestellungen. 
Untersuchen wit statt der Partialsummen f. ,  welche aus der Kugelfunktionenreihe 
der unstetigen Funktion f entspringen, deren r. HOLOER'scbe Mittel 
=fo +f ,  + ... +L  
nq-x  
so gelangen wit an Stelle der in unserm Hauptsatze angegebene,~ Formel zu der 
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folgenden : 
in der 
m 
A (  ~ i 3" . " 9 
t ) /=foO,  t) l,(s~sr(,,O+ R;,(,, t) 
t ~ f' (s, t) + h (s) Si' ( - -  n t) -]- R' (s, t) 
(t ~ o) 
(t _L o), 
Si,(x) __. ~_ f "~ sin~A :~2 ~ "d~ 
gesetzt ist und die Gr/3sse R' n gleichmassig in der Umgebung der Kurve ~ gegen o 
konvergiert. 
Um dies nachzuweisen, gent~gt es offenbar, die Limesgleichung 
(2.3) lira [S i ' (n t ) -  Si(o.t) + Si(z.t) q-- Si(2. t) + . . .  -Jr- Si (nt)]  .= o 
darzutun. Nun ist gewiss 
"~1 tl 4 - I  )1 Si(o.t)-]- SiO.t ) -]- . . .  -]- Si(n.t) _ i [ Si(T)d-~ ~ t 
,~ + ~ (,, + ~)t Jo - ~ " 
Ferner erhalten wir far die Funktion x~ Si(~)d{ den Wert 
sin  da d" = -- I ' a :  ~ "I' ./'j" + , / . / ]  
I oZ~wJd  vl og~L~ 
__ I sin~d'n --]-x da 
"/VX ,. "/'1 , 
- -  - -  / ~ a "r 
~VX ~ " Jx  
- -  =xr ~-,I~I f~ cos -~_7_ ,t .,, = __,~s .Lf~'--c~ 
Folglich ist der in Klammern gesetzte Ausdruck in Formel (23) , da noch 
t 
o ( Si'((n-]- I)t) - -  Si'(n t) ,~ 2--~ 
wird, seinem absoluten Betrage nach ( 3 t  und somit ist (23) bewiesen. 
Danach zeigen die I. H61derschen Mittel f.(s, t) in der Umgebung der Kurve 
ein wesentlich anderes Verhalten als die direkten Partialsummen f :  Nehmen wir wieder 
etwa b(s ) )o  an, so gew~ihrt f[,,(s, t) ftir sehr grosse Werte yon n den Anblick eines 
Plateaus '~I, das sich bei der Kurve (5. in steilem, stufenf~~rmigem Abfall zu dem Talkessel 
hinabsenkt; der Verlauf ist weir ruhiger als bei der entsprechenden Funktion f . (s ,  t). 
Beschr~inkt man sich auf einen Durchscbnitt s = const., so erh~ilt man ein gutes Bild 
der obwaltenden Verhiimisse, indem man die Kurve 
t"Ot 
j sin2 ~ 2 2 
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in Richtung der t-Axe im Verh~ltnis n: i zusanmlendrtickt. Es ist vor allem zu beachten, 
( I ; '  sin "r d r )  best~indig in dass diese Kurve im Gegensatz u der Funktion ~. = - -  ~ do -F -  
demselben Sinne abnimmt s). 
Auf Grund der gewonnenen Resultate lasst sich das Verhalten der h6heren H6LD~.R' 
schen (oder CzS.kRO'schen) Mittel in der Umgebung der Unstetigkeitslinie I~ unschwer 
voraussagen. 
Unsere Ergebnisse modifizieren sich dagegen, falls die Kurve I~ nicht durchweg 
eine stetige Tangente besitz b sondern an einer oder mehreren Ste[len Ecken oder Spitzen 
aufweist, in der Umgebung dieser Singularitaten yon I~ wesentlich. Auf die Diskussion 
derartiger und noch komplizierterer (~, mehrzipfliger ,) Unstetigkeitspunkte m6chte ich 
bier nicht eingehen 9). 
w 
(Anhang). Die Gibbs'sche Erscheinung in der Theorie 
der Sturm-Liouvilleschen Reihen. 
Das GxBBs'sche Ph~inomen tritt bei den STURt, I-LIOUVILLE'schen Entwicklungen 
auch in quantitativer Hinsicht genau in derselben Weise auf wie bei der FouRt~.greihe. 
Denn sind z.B. 
~o(X), ~, (x), ?~ (x), . . .  
diejenigen L6sungen der den Parameter ). enthaltenden Differentialgleichungsschar 
d '  R 
d x ~ q (x) u -1- ),/t - -  o (o L x L 7r), 
s) \V~hrend diese Tatsachen, sinngem,~ss auf die FouaxEareihe einer einvariabligen Funktion i~ber- 
tragen, augenscheinlich mit dem yon FEJ~R bemerkten Umstande in Zusammenhang stehen, dass die 
ersten arithmetischen Mittel eiuer solchen Reihe stets zwischen denselben Grenzen bleiben, zwischen 
denen die \Verte der entwickeken Funktion variieren IF~j~R, Untersucbungen iiber FOURIERsche Reiben 
[Mathematische Annalen, Bd. LVIII (x9o4), S. it'69], S. 60; vergl, auch: FEjgR, Ober die FOURIERSChe 
Reibe [Mathematische Annalen, Bd. LXIV O9o7), S. 273-288], S. 284~ sind dieselben hier insofern ~lber- 
raschend, als- -  wiederum nach FEJgR lOber die LAPLACEscbe Reibe [Mathematische Annalen, Bd. LX\'II 
(x9o9), S. 76-ro9], S. 92 und Io71-  im allgemeinen erst die 2. H6rDER'schen Mittel einer Kugelfunk- 
tionenreihe die Grenzen, zwischen denen die entwickelte Funktion sich bewegt, nicht mehr verlassen. 
Ueberhaupt ist zu beachten, class mit Bezug auf die Gn3Bs'sche Erscheinung nicht die 2. (wie man nach 
Frjflg's Untersuchungen vermuten ki3nnte), sondern die I. arithmetischen Mittel die analogen Ver- 
hhlmisse darbieten wie die L Mittel der FooaiERreihe. 
9) Die in diesen F~llen obwaltenden Verhalmisse habe ich gleichfalls eingehend iskutiert; die 
Resuhate dieser Untersuchung werde ich zur Ver6ffentlichung bringen, sobald das erforderliche Figuren- 
material hergesteUt ist. 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (x ~ sere. 19xo ). --Stampato il , t  gennajo ~9~o. 41 
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welche den festen Randbedingungen 
(d i,/,q 
UxL= ~ = o, \d  xL=.  = o 
genfigen und dutch 
o~ax = ~.(o) > o 
normiert sind, so gilt die AbscMtzung 
sin 
i - -~  
in der 
- -  Q (x) + ,  (.,-), 
fo x fo ~(x)= q(~)a~ x -q(~)a~ 7~ 
gesetzt ist und die Reihe 
(2s) 
n=l  
gleichm~issig im IntervaU o / x / ~r konvergiert. Diese asymptotische Darstellung ist 
aufeinem yon L~ouvlccE angegebenen Wege unter der Voraussetzung, dass q(x) stetig 
und yon beschr~inkter Schwankung ist, yon Herrn HoBsos ~o) hergeMtet worden, 
welcher zeigte, dass unter dieser Voraussetzung 
0 I 
d 
wird [d.h. [~ (x)[ unterhalb einer Grenze j-~- liegt, in der d eine yon n und x 
unabh~ingige Zahl bedeutet]. Lassen wit hingegen die Annahme, dass q(x) yon 
beschrfinkter Schwankung ist, fallen, so erhfilt man start dessen, wie ich hier nicht 
Niher ausfahren m6chte, die kompliziertere Formel 
* . (x ) -  d"(x) sin nx + B"CX)cos n x + ~" .,'sin n x + ~" cosnx + O(  I ) 
in der die vorkommenden Zeichen die folgende Bedeutung haben: 
x 
.4  (x) = q (~) cos 2 n ~,t ~, 
~ - - - -  q(~,)cos2n~d ~ 
B (x)=--  q(~)sin2n~d~.; 
~"--  --2~rt s
Aus der Konvergenz yon Y=~ und ~-[~ und der Ungleichung 
.4~(x) + y ~ (.,-) d T q 'dx  
n~l  t i l l  
r O" folgt aber auch in diesem Falle die gleichm/issige Konveroenz der Reihe (25). 
io) E. W. [-tOBSON, On a General Cot,.vergence Theorem, and the Theory of the Representation f a 
Function by Series of Normal Functions [Proceedings of the London Mathematical Society, Second Series, 
Vol. VI 09o8), S. 349"39:i], S. 379. 
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Aus der angegebenen Absch~tzung yon 'L, (x) ist zu schliessen, dass die Differenz " )  
y~(x) f(~)~i~)d~- ~~ cos~x ~)cos~d~, 
in der f (x )  (o /x  L ~) eine beliebige, absolut integrierbare Funktion bedeutet, mit 
unbegrenzt wachsendem n gleichm~issig gegen eine stetige Grenzfunktion D(x) kon- 
vergiert '~). Um dies einzusehen, geniigt die Bemerkung, dass die be(den Re(hen 
- -  cos n 4 d.;, ~-, 2, cos n x 
nichts Anderes sind als die FOURIERreihen der Funktionen 
fo Xfo . F(x)-- f(~)d~-- ~ f("..)d.; (o~/x.../r~); F ( - -x ) - - - -F (x )  ; F(x--~2~)--F(x), 
loCI( 6(x)=- ~)O.(~)d:, (o/.,-L.~); O(-x)=O(x); c(~+2,0:=C,(x), 
die beide for ,1lie Werte des Arguments x stetig und yon beschr/inkter Schwankung 
sind. Dass D(.~) identisch - -o  ist, ergibt sich dann ,3) schliesslich aus den leicht zu 
best/itigenden Gleichungen 
fo (26) D(x)~t.(x)dx = o (tiir n----o, ,, 2 . . . .  ). 
Damit ist gezeigt, dass rich au( Grund der (erweiterten)Hoasos'schen Formel 
(24) aUe Aussagen fiber Konvergenz und Divergeuz der FouRi~Rreihe, insbesondere 
auch fiber die GEBBS'sche Erscheinung, auf die STURst-LIouvxLLE'schen Entwicklungen 
ohne weiteres fibertragen. 
Elmshorn (Preussen), den 3. Okrober i9o 9. 
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z z) Um eine einheitliche Schreibweise der Glieder der FouRira'schen Reihe zu erm6glichen, f~hre 
ich das Symbol 2, ein, das fiirn = o durch z, fdr n-7(z o aber durch 2 zu ersetzen ist. 
za) Siehe auch HA?.R, Zur Theorie der ortbogonaleu F nktionensysteme (Inauguraldissertation, G6t- 
tingen 19o9), S. 3I. 
zS) In dem Beweis dieser Tatsache, dass aus dea Gieichungen (26) alas identische Verschwinden 
yon D(x) folgt Isiehe KtaESER, Untersucbungen iiber die Darslelhmg willkzirlicber Funktionen i der ma- 
tbematiscben Physik [Mathematische Anualen, Bd. LVIII (i9o4) , S. 8t-I47], S. i I61 li~gt meiner Auflas- 
sung nach der eigentliche Kernpunkt der Theorie der STUR/,I-LIouVZLLE'schen Reihen. 
